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·²°«¬ °¿½» · ´¿®¹»® ¬¸¿² ¬¸¿¬ ±º ¬¸» ±«¬°«¬ °¿½»ô ¬¸»®» ¿®»
³¿²§ ·²°«¬ ½±³¾·²¿¬·±² ¬¸¿¬ ¹»²»®¿¬» ¬¸» ¿³» ·³¿¹» °±·²¬
º»¿¬«®»ò ×² ±¬¸»® ©±®¼ô ¾»½¿«» ±º ¬¸» ÜÑÎô ºø²å ®÷ · ²±¬
¾·¶»½¬·ª» ¿²¼ô ¬¸»®»º±®»ô ²±¬ ·²ª»®¬·¾´»ò

Ú·¹ò ï ¸±© ¿² »¨¿³°´» ±º ®»¼«²¼¿²½§ô ©¸»®»ô º±® ¬¸·
®±¾±¬ ¬¸» íÜ °±·¬·±² ±º ¬¸» ©®·¬ · ½±²¬®±´´»¼ ©·¬¸ ì ÜÑÚô
¬¸« ®»³¿·²·²¹ ±²» ÜÑÎò

Ì± °«¬ ¬¸» °®±¾´»³ ·² ¿²±¬¸»® °»®°»½¬·ª»ô ©» ½¿² ¿§ ¬¸¿¬
nding the robot joint angles to move the arm to a desired

image con guration × · ¿² ·´´ó°±»¼ °®±¾´»³ ©¸»² ¬¸» ¿®³
¸¿ ®»¼«²¼¿²¬ ¼»¹®»» ±º º®»»¼±³ô ÅïçÃô ¾»½¿«» ³«´¬·°´»
±´«¬·±² »¨·¬ò



Ñ²» ¿°°®±¿½¸ ¬± ±´ª» ·´´ó°±»¼ °®±¾´»³ô ÅîðÃô ÅîïÃô ½±²ó
·¬ ·² «·²¹ ¿¼¼·¬·±²¿´ ½±²¬®¿·²¬ ¬¸¿¬ ®»¬®¿·² ¬¸» »¬ ±º
¿¼³··¾´» ±´«¬·±²ô ·² «½¸ ¿ ©¿§ ¬¸¿¬ ¬¸» ±´«¬·±² ±«¹¸¬
¾»½±³» «²·¯«» ·² ¬¸· ®»¼«½»¼ ±´«¬·±² °¿½»ò ×² ±«® ½¿»ô ¬¸·
½±®®»°±²¼ ¬± ®»½¿¬ ¬¸» ±®·¹·²¿´ °®±¾´»³ ¬± ¬¸¿¬ ±º ³±ª·²¹
¬¸» ®±¾±¬ ¬± ¿ ¼»·®»¼ ·³¿¹» °±·¬·±² × ©¸·´»ô ¿¬ ¬¸» ¿³»
¬·³»ô ³·²·³·¦·²¹ ±³» ¿«¨·´·¿®§ ½®·¬»®·±²ô ½ø²å ®÷ò

É» ¾«·´¬ ¿ ½±¬ º«²½¬·±²ô Õô ©·¬¸ ¬©± ¬»®³æ ±²» ©»·¹¸¬·²¹
the error in the position of the end effector (data tness)
¿²¼ ¿²±¬¸»® ±²» ½±®®»°±²¼·²¹ ¬± ¬¸» ©»·¹¸¬ ±² ¬¸» ½±²¬®±´
ø®»¹«´¿®·¦¿¬·±² ¬»®³÷ò

Õø× å ²å ®÷ ã µî õ ½ø²å ®÷ øï÷

Ì¸· ½±¬ º«²½¬·±² »¨°®»» ¬¸¿¬ ©» ¿®» ©·´´·²¹ ¬± ¿½½»°¬
±³» »®®±® ·² ¬¸» °±·¬·±² ·º ¿²±¬¸»® ¬¿µ ½¿² ¾» ±´ª»¼ ¿¬
¬¸» ¿³» ¬·³»ô ·² ¬¸· ½¿» ½±²¬®±´ ½±¬ò Û¨¿³°´» ±º ½±²¬®±´
½±¬ ½®·¬»®·¿ ½ ½¿² ¾» �Ý±³º±®¬� ø»ò¹ò ¼·¬¿²½» ¬± ¶±·²¬ ´·³·¬÷ô
Û²»®¹§ ³·²·³·¦¿¬·±² ø»ò¹ò ¬¸» °±·¬·±² ©·¬¸ ´±©»® ³±³»²¬«³÷
±® Ó·²·³«³ ³±¬·±² ø·ò»ò ³·²·³·¦» ¬±¬¿´ ³±¬·±² º®±³ ½«®®»²¬
¬± ¼»·®»¼ °±·¬·±²÷ô °±¬«®» ½±²¬®±´ô ¿³±²¹¬ ±¬¸»®ò

Ì¸» ®»¹«´¿®·¦»¼ ±´«¬·±² ½¿² ¾» º±«²¼ ¾§ ³·²·³·¦·²¹ ¬¸»
cost de ned in Equation (1), as follows:

øÂ²å Â®÷ ã ¿®¹³·²
²å®

µî õ ½ø²å ®÷ øî÷

©¸»®» × ½¿² ¾» ½±³°«¬»¼ ©·¬¸ ¬¸» º±®©¿®¼ ³±¼»´ × ã ºø²å ®÷ò
Í·³·´¿®´§ ¬± ÅïíÃô ¬¸· º±®³«´¿ ·²¬»¹®¿¬» ¬©± ¬»®³æ ±²»
¼»½®·¾·²¹ ¬¸» ¬¿µ °¿®¬ ¿²¼ ¿²±¬¸»® ®»´¿¬»¼ ¬± °±¬«®» ½±²¬®±´ò

Ì¸»®» ¿®» ¬©± ·³°±®¬¿²¬ ±¾»®ª¿¬·±² ¬± ¬¸· º±®³«´¿¬·±²ò
Ú·®¬´§ô ¬¸» ±°¬·³·¦¿¬·±² · ¼±²» ©·¬¸ ®»°»½¬ ¬± ¿´´ ½±²¬®±´
variables, which translates into a signi cant computation¿´
½±¬ò Í»½±²¼´§ô ¬¸» ÜÑÎ ¿®» ²±¬ ¬®»¿¬»¼ ¿ «½¸ô ·²½» ¬¸»§
«²¼»®¹± »¨¿½¬´§ ¬¸» ¿³» °®±½» ¿ ¬¸» ²±²ó®»¼«²¼¿²¬ ÜÑÚò

Ì¸» ½±²»¯«»²½» ±º ¬¸· ¿°°®±¿½¸ · ¬¸¿¬ ¬¸» »¨¬®¿ ¼»¹®»»
±º º®»»¼±³ ¿®» º®±¦»² º®±³ ¬¸» ¾»¹·²²·²¹ ¿²¼ ½¿² ²± ´±²¹»®
¾» «»¼ º±® ¿ ¼·ºº»®»²¬ °«®°±» ¼«®·²¹ »¨»½«¬·±²ò ×² ¿ ©¿§ô
®»¼«²¼¿²½§ · ´±¬ò

×²¬»¿¼ô ·² ±«® ¿°°®±¿½¸ô ©» ©±«´¼ ´·µ» ¬± µ»»° ¬¸» ®»ó
¼«²¼¿²¬ ¼»¹®»» ±º º®»»¼±³ º®»» º±® ±´ª·²¹ ¿¼¼·¬·±²¿´ ¬¿µ
±²´·²»ò ×² »»²½»ô ©» °´·¬ ¬¸» °®±¾´»³ ·² ¬©± ¬»°ò Ú·®¬´§ô
we de ne a “Minimal Order Sensory Motor Map”, ¹ø×å ®÷ô
¬¸¿¬ ®»´¿¬» ² ¿²¼ ø×å ®÷æ

² ã ¹ø×å ®÷ øí÷

Þ§ ¬¿µ·²¹ ¬¸» ÜÑÎ ¿ ·²°«¬ ø·²¼»°»²¼»²¬ ª¿®·¿¾´»÷ ·²¬»¿¼
±º ±«¬°«¬ ·¹²¿´ô ¬¸» °®±¾´»³ ±º ½±³°«¬·²¹ ¬¸» ²±²ó®»¼«²¼¿²¬
ÜÑÚ ¾»½±³» ©»´´ °±»¼ò Ì¸» ÜÑÎô ®ô ¿®» ´»º¬ «²½±²ó
strained and can be xed during runtime, when a secondary
task or optimization criterion is speci ed.

The de nition of the “Minimum Order SMM”allows us
¬± «» ¬¸» ®»¼«²¼¿²½§ ¬± ³»»¬ ¿¼¼·¬·±²¿´ ½®·¬»®·¿ ±® ¬¿µó
½±²¬®¿·²¬ô ¬¸¿¬ ½¿² ¾» ½¸¿²¹»¼ ±²´·²»ò Ì¸» ÜÑÎ ½¿² ¾»
¼»¬»®³·²»¼ ¿ ¬¸» ±´«¬·±² ±º ¿ ²»© ±°¬·³·¦¿¬·±² °®±¾´»³ô
©·¬¸ ½±¬ º«²½¬·±² Ôæ

Â® ã ¿®¹³·²
®
Ôø× å ®÷ øì÷

Ì¸» ±°¬·³·¦¿¬·±² · ¼±²» ©·¬¸ ¿ ¹®¿¼·»²¬ó¼»½»²¼¿²¬ ³»¬¸±¼
©·¬¸ º±´´±©·²¹ «°¼¿¬» ¬»°æ

®¬õï ã ®¬ ®®Ôø×å ®÷

Ò±¬» ¬¸¿¬ô ·² ½±²¬®¿¬ ©·¬¸ ¬¸» °®»ª·±« ½¿»ô ¬¸· ±°¬·³·¦¿ó
¬·±² · ¼±²» ©·¬¸ ®»°»½¬ ¬± ¬¸» ®»¼«²¼¿²¬ ¼»¹®»» ±º º®»»¼±³ô
±²´§ò Ì¸» ±°¬·³·¦¿¬·±² ½±³°´»¨·¬§ · ¬¸« «¾¬¿²¬·¿´´§ ´±©»®
¿²¼ ´»²¼ ·¬»´º ¬± ¾» «»¼ ¿ ¿² ±²´·²» °®±½»ò ×² ¹»²»®¿´ô ¬¸»
±´«¬·±² ·² ¬¸» ¬©± ½¿» ¿®» ²±¬ ¬¸» ¿³»ô ¾»½¿«» ¼·ºº»®»²¬
´±½¿´ ³·²·³¿ ½±«´¼ ¾» ®»¿½¸»¼ ¿²¼ ¬¸» ½®·¬»®·¿ ¿®» ´·¹¸¬´§
¼·ºº»®»²¬ò

Ñ«® ¿°°®±¿½¸ ¹«¿®¿²¬»» ¦»®± °®»¼·½¬·±² »®®±®ô ¾»½¿«» ¬¸»
Ó·²·³«³ Ñ®¼»® ÍÓÓ ¿´´±© « ¬± ¼»¬»®³·²» ¬¸» ª¿´«» ±º ²

½±®®»°±²¼·²¹ ¬± ¬¸» »¨¿½¬ ·³¿¹» °±·¬·±²ô º±® ¬¸» »´»½¬»¼
®»¼«²¼¿²¬ ¼»¹®»» ±º º®»»¼±³ò Ì¸· ±´«¬·±² · ·³·´¿® ¬±
the rst (regularized) problem when ¾»½±³» ´¿®¹»ò ×º ¬¸»
Ó·²·³«³ Ñ®¼»® ÍÓÓ · ²±¬ »¨¿½¬ô ¬¸»² ·¬ ©·´´ ·²¬®±¼«½» ±³»
error in the nal image con guration.

For clarity, we summarize the nal algorithm.
1) Select the desired image con guration, ×
î÷ Í»´»½¬ ¿²¼ ·²·¬·¿´ ³±¬±® ½±³³¿²¼ ø²å ®÷
í÷ Í»´»½¬ ¬¸» »½±²¼¿®§ ¬¿µ ±°¬·³·¦¿¬·±² ½®·¬»®·±²
ì÷ Í±´ª» ¬¸» ±°¬·³·¦¿¬·±² ±º Û¯«¿¬·±² øì÷ º±® ® ¿²¼ «» ¹øæ÷

¬± ½±³°«¬» ²ò
ë÷ Ó±ª» ¬¸» ¿®³ ¬± ¬¸» ±¾¬¿·²»¼ ±´«¬·±²ô ø²å ®÷
ê÷ Ñ¾»®ª» × ¿²¼ °±·¾´§ ¿¼¶«¬ ¬¸» º«²½¬·±² ¹ø×å ²÷
é÷ ×º ±³» »¨¬®¿ °®»½··±² · ²»»¼»¼ô ¹± ¬± ì

Ì¸»®» ¿®» »ª»®¿´ ·³°±®¬¿²¬ ¼·ºº»®»²½» ·² ±«® ¿°°®±¿½¸
©¸»³ ½±³°¿®»¼ ¬± ±¬¸»® ³»¬¸±¼ ¾¿»¼ ±² ¬¸» ®±¾±¬ Ö¿½±¾·¿²ò
Ì¸» Ó·²·³«³ Ñ®¼»® ÍÓÓ °®±ª·¼» ¼·®»½¬´§ ¬¸» ¹±¿´ °±·¬·±²
½±®®»°±²¼·²¹ ¬± ¬¸» ¼»·®»¼ ®»¼«²¼¿²¬ ¶±·²¬ °±·¬·±²ò ×¬ ·
¬¸»² °±·¾´» ¬± ³±ª» ¬¸» ®±¾±¬ ¼·®»½¬´§ ø·ò»ò ·² ¿² ±°»²ó
´±±° º¿¸·±²÷ ¬± ¬¸» ¹±¿´ °±·¬·±²ô ¿ª±·¼·²¹ ·²½®»³»²¬¿´ ¬»°ò
Ì¸» °±¬«®» ±°¬·³·¦¿¬·±² · ¼±²» ·¬»®¿¬·ª»´§ ©·¬¸ ¬¸» °®»ª·±«
«°¼¿¬» ®«´»ò Ì¸»®»º±®»ô ¬¸» ³±¬·±² ¹±» ¿´±²¹ ¬¸» ±°¬·³·¦¿¬·±²
°¿¬¸ ±® ¼·®»½¬´§ ¬± ¬¸» ½±²ª»®¹»²½» °±·²¬ò Ì¸· · ¬¸» ½¿»
¾»½¿«» ²± ª·«¿´ º»»¼¾¿½µ · ²»½»¿®§ ¬± ¬¸» ¿´¹±®·¬¸³ò ×º
»¨¬®¿ °®»½··±² · ²»»¼»¼ô ¬¸»² ¿ ª·«¿´ º»»¼¾¿½µ ´±±° ²»»¼
¬± ¾» ¿¼¼»¼ò

ß² »¨¿³°´»ô ©¸»®» ¬¸» »½±²¼¿®§ ¹±¿´ · ¬± ³¿·²¬¿·² ¬¸»
½±²¬®±´ ª¿®·¿¾´» ¿ ²»¿® ¦»®± ¿ °±·¾´»ô · °®»»²¬»¼ ²»¨¬æ

Ôø× å ®÷ ã µ²µî õ µ®µî

ã µ¹ø× å ®÷µî õ µ®µî øë÷

Ü·ºº»®»²¬·¿¬·²¹ ¬¸· ½±¬ º«²½¬·±² §·»´¼æ

®®Ôø×å ®÷ ã î
à¹ø×å ®÷

à®
¹ø×å ®÷ õ ®

Ì¸» ¼»®·ª¿¬·±² ±º à¹ø×å®÷
à®

· °®»»²¬»¼ ¿ ¿² ¿°°»²¼·¨ò
É» ¸¿ª» »»² ¸±© ¬¸» ·²¬®±¼«½¬·±² ±º ¬¸» Ó·²·³«³ Ñ®ó

¼»® ÍÓÓ ¿´´±© « ¬± «» ¬¸» §¬»³ ®»¼«²¼¿²½§ ¬± ±´ª»
¿¼¼·¬·±²¿´ ¬¿µ ±²´·²»ô ¿ ±°°±»¼ ¬± º®»»¦·²¹ ¬¸» ÜÑÎ ·²
¿ ®»¹«´¿®·¦»¼ ±´«¬·±² ¬± ¬¸» ·²·¬·¿´ ·´´ó°±»¼ °®±¾´»³ò ×² ¬¸»
²»¨¬ »½¬·±²ô ©» ©·´´ »» ¸±© ¬± »¬·³¿¬» ¬¸» Ó·²·³«³ Ñ®¼»®
ÍÓÓ ¹ø×å ²÷ ±²´·²»ò



×××ò ÔÛßÎÒ×ÒÙ ÌØÛ Ó×Ò×ÓËÓ ÑÎÜÛÎ ÍÓÓ ÌØÎÑËÙØ

ÔÑÝßÔ ÎÛÙÎÛÍÍ×ÑÒ

×² ¬¸» °®»ª·±« »½¬·±² ©» ¸¿ª» »»² ¸±© ¬± °¿®¬·¬·±² ¬¸»
®»¼«²¼¿²¬ ¿²¼ ²±²ó®»¼«²¼¿²¬ ¼»¹®»» ±º º®»»¼±³ ¬± ¾«·´¼ ¿
Ó·²·³«³ Ñ®¼»® ÍÓÓô ¹ø×å ®÷ ¬¸¿¬ ¿´´±© º±® ¬¸» ½±³°«¬¿¬·±²
±º ¬¸» ²±²ó®»¼«²¼¿²¬ ÜÑÚ ´»¿ª·²¹ ¬¸» ÜÑÎ «²½±²¬®¿·²»¼ò
É» ©·´´ ²±© »» ¸±© «½¸ ¿ ³¿° ½¿² ¾» »¬·³¿¬»¼ ±²´·²»ò
É·¬¸±«¬ ´± ±º ¹»²»®¿´·¬§ô ´»¬ « ¿«³» ¬¸¿¬ ©» ©¿²¬ ¬±
»¬·³¿¬» ¬¸» º±´´±©·²¹ ²±²ó´·²»¿® º«²½¬·±²æ

§ ã ºø¨÷ øê÷

Í·²½» ©» ¸¿ª» ´·¬¬´» ·²º±®³¿¬·±² ¿¾±«¬ ¬¸· º«²½¬·±²ô ¬¸»
««¿´ ¿°°®±¿½¸ ½±²·¬ ·² ¿°°®±¨·³¿¬·²¹ ºø¨÷ ¾§ ¿ »¬ ±º
³±¼»´ ¬¸¿¬ ¿®» ¹±±¼ ´±½¿´ ¿°°®±¨·³¿¬·±² ±º ¬¸» ±®·¹·²¿´
¹´±¾¿´ ²±²ó´·²»¿® º«²½¬·±²ô ÅïÃò

×² ¬¸· ©±®µô ºø¨÷ ©·´´ ¾» ¿°°®±¨·³¿¬»¼ ¾§ ¿ ³·¨¬«®»
±º ³±¼»´ ¬¸¿¬ ¿®» ´±½¿´´§ ´·²»¿®ò Ñ¾ª·±«´§ô ¿ ·²¹´» ´·²»¿®
¿°°®±¨·³¿¬·±² ©±«´¼ º¿·´ ¬± °®±ª·¼» ¬¸» ¼»·®»¼ ¼»¹®»» ±º
accuracy. Each local model has a “con dence” region, the
µ»®²»´ Õ¶ ô ¬¸» ³·¨¬«®» ±º ¿´´ ³±¼»´ §·»´¼ ¬¸» ¿°°®±¨·³¿¬·±²æ

§ ã ºø¨÷

ÐÓ
¶ãï Õ¶Þ

Ì
¶ ¨ÐÓ

¶ãï Õ¶

º±® ±³» ®»¹®»·±² ³¿¬®·½»ô Þ¶ ¬± ¾» »¬·³¿¬»¼ò Ì¸»
½¸±·½» ±º ¬¸» µ»®²»´ ¸¿°» ÅîÃ ´»¿¼ ¬± ¼·ºº»®»²¬ °®±°»®¬·»
±º ¬¸» ¿°°®±¨·³¿¬·²¹ º«²½¬·±²ò É» ¸¿ª» ¿¼±°¬»¼ ¿ Ù¿«·¿²
µ»®²»´ ©·¬¸ ³»¿² ¿²¼ ª¿®·¿²½» É æ

Õ¶ ã ÕÉ¶
ø ¶å ¨÷ ã

ï

¼»¬øÉ¶÷
» ø¨ ¶÷

Ì É¶ø¨ ¶÷ øé÷

Ô»¬ « ¿«³» º±® ¬¸» ³±³»²¬ ¬¸¿¬ ¬¸» ²«³¾»® ¿²¼ ¬¸»
°¿®¿³»¬»® ±º »¿½¸ Õ»®²»´ ¿®» µ²±©² ·² ¿¼ª¿²½»ò Û¿½¸ ³±¼»´
will be tted by minimizing the following criteria:

ÂÞ¶ ã ¿®¹³·²
Þ

¬È
·ãï

ø¬ ·÷Õ¶ §· ÞÌ ¨·
î

øè÷

©¸»®» Õ¶ ©»·¹¸¬ °±·²¬ ¿½½±®¼·²¹ ¬± ¬¸» µ»®²»´ ³»¿«®» ¿²¼
°®±ª·¼» ¿ ¬·³» º±®¹»¬¬·²¹ º¿½¬±®ò Ì¸» ³±¼»´ ½¿² ¾» »¬·³¿¬»¼

¾§æ

ÂÞ ã ÏÎõ øç÷

©·¬¸

Ï ã
¬È

·ãï

ø¬ ·÷ÕÉ ø ·÷§
Ì
· ¨·

Î ã
¬È

·ãï

ø¬ ·÷ÕÉ ø ·÷¨
Ì
· ¨· øïð÷

ß² ¿¼ª¿²¬¿¹» ±º ©®·¬·²¹ ¬¸»» ¬»®³ ·² ¬¸· ©¿§ · ¬¸»
possibility of de ning an online estimator:

Ï¬ ã ¬ ï õ ÕÉ ø ¬÷§
Ì
¬ ¨¬

Î¬ ã ¬ ï õ ÕÉ ø ¬÷¨
Ì
¬ ¨¬ øïï÷

Ú·²¿´´§ô ¿¬ ®«²¬·³» ©¸»² ¿² ·²°«¬ ¿³°´» · °®»»²¬ô ¬¸»
±«¬°«¬ ©·´´ ¾» »ª¿´«¿¬»¼ ¿ ¿ ½±³¾·²¿¬·±² ±º »¿½¸ ³±¼»´ Þ·

©»·¹¸¬»¼ ¾§ Õ¶æ

Â§ ã

ÐÓ

¶ãï Õ¶
ÂÞÌ

¶ ¨ÐÓ
¶ãï Õ¶

øïî÷

×º ¬¸» µ»®²»´ ¿®» Ýð and have an in nite support, this function
· ¹«¿®¿²¬»»¼ ¬± ¾» Ýðò ×º ¬¸» µ»®²»´ ¿®» ¼·ºº»®»²¬·¿¾´»ô ¬¸»
º«²½¬·±² ©·´´ ¾» Ýï ò

The nal point to discuss is related to the Kernel functions
ÕÉ ø ÷ò Ø±© ³¿²§ µ»®²»´ ¸±«´¼ ¾» «»¼ ¿²¼ ©¸¿¬ ¸±«´¼
¬¸» °¿®¿³»¬»® ±º »¿½¸ µ»®²»´ ¾»á Ì¸» ²«³¾»® ±º µ»®²»´ ½¿²
¾» · ·¬»®¿¬·ª»´§ ·²½®»¿»¼ ¼«®·²¹ ¬®¿·²·²¹ò É¸»² ¬¸» ¼·¬¿²½»
¾»¬©»»² ¿ ²»© ¼¿¬¿ ¿³°´» ¿²¼ ·¬ ²»¿®»¬ µ»®²»´ »¨½»»¼ ¿
½»®¬¿·² ¬¸®»¸±´¼ô ¿ ²»© µ»®²»´ · ½®»¿¬»¼ ©·¬¸ ½»²¬»® ø ÷ ·²
¬¸· °±·²¬ò Ì¸» ¸¿°» ±º ¬¸» µ»®²»´ ø¬¸» ½±ª¿®·¿²½» ³¿¬®·¨÷
½¿² ¾» ¿«¬±³¿¬·½¿´´§ «°¼¿¬»¼ ½¸±±·²¹ô »ò¹òô ¿ ³»¿«®» ±º
®»½±²¬®«½¬·±² ¯«¿´·¬§ ÅîîÃô ÅîíÃò

Ñ¬¸»® º±®³«´¿¬·±² ¸¿ª» ¿´®»¿¼§ ¾»»² °®±°±»¼ò Ì¸» Ô±½¿´´§
É»·¹¸¬»¼ Ð®±¶»½¬·±² Î»¹®»·±² ³»¬¸±¼ô °®±°±»¼ ·² ÅîìÃô ·
´·²»¿® ©·¬¸ ¬¸» ²«³¾»® ±º ¿³°´» ¿²¼ »ª»®§ ²»© ¿³°´» ½¿²
¾» ¿¼¼»¼ »¿·´§ò ß ¬¸» ³»¬¸±¼ · ²±¬ ½¿°¿¾´» ±º »¨¬®¿°±´¿¬·²¹ô
¬¸» ©±®µ °¿½» ³«¬ ¾» ©»´´ ½±ª»®»¼ ·² ¬¸» ¬®¿·²·²¹ »¬ò Ñ¬¸»®
·³°´»³»²¬¿¬·±² µ»»° »ª»®¿´ ¿³°´» ·² ³»³±®§ ©·¬¸±«¬
»¬·³¿¬·²¹ ¿²§ »¨°´·½·¬ ³±¼»´ò Ì¸» °®»¼·½¬·±² · °®±¼«½»¼
±²´·²» ¾§ ©»·¹¸¬·²¹ ¬¸» °±·²¬ ·² ³»³±®§ ©·¬¸ ±³» µ»®²»´
º«²½¬·±²ò

×Êò ÛÈÐÛÎ×ÓÛÒÌßÔ ÎÛÍËÔÌÍ

Í»ª»®¿´ »¨°»®·³»²¬ ©»®» ¼±²» ©·¬¸ ¿ ®»¿´ ®±¾±¬ ¬± ¿»
¬¸» ¯«¿´·¬§ ±º ¬¸» ¿´¹±®·¬¸³ ¿²¼ ¬¸» ¿¾·´·¬§ ¬± ´»¿®² ¬¸» °®±ó
°±»¼ ÍÓÓ ±²´·²»ò Ì¸» »¨°»®·³»²¬¿´ »¬«° ©¿ ¬¸» Þ¿´¬¿¦¿®
¸«³¿²±·¼ ®±¾±¬ ¬±®± ÅîëÃô ½±²·¬·²¹ ±º ¿ ì ÜÑÚ ¸»¿¼ô ¿
ê ÜÑÚ ¿®³ ¿²¼ ¿ ïð ÜÑÚ «²¼»®ó¿½¬«¿¬»¼ ¸¿²¼ò Ì¸» ·³¿¹»
º»¿¬«®» ½±²·¬ ±² ¬¸» ·³¿¹» °±·¬·±² ±º ¬¸» ©®·¬ô ¿²¼ ©»
©¿²¬ ¬± °±·¬·±² ¬¸» ©®·¬ ·² ¬¸» ¬¸» ·³¿¹»ò Ì¸· ¬¿µ ®»¯«·®»
±²´§ ¬©± ¼»¹®»» ±º º®»»¼±³ò Ì¸» ²±²ó®»¼«²¼¿²¬ ÜÑÚ ¿®»
the shoulder adduction/abduction and exion/extension. T¸»
shoulder axis rotation and elbow exion/extension are cons·¼ó
»®»¼ ¿ ®»¼«²¼¿²¬ ¼»¹®»» ±º º®»»¼±³ò

ßò Ûª¿´«¿¬·±² ±º ¬¸» ´»¿®²·²¹ ³»¬¸±¼

The rst experiment is designed to validate the learning
±º ¬¸» Ó·²·³«³ ±®¼»® ÍÓÓò Ì¸» ³¿° ¿±½·¿¬» ¬¸» ·³¿¹»
°±·¬·±² ±º ¬¸» ®±¾±¬ ¸¿²¼ ¿²¼ ¬¸» ÜÑÎ ¬± ¬¸» ²±²ó®»¼«²¼¿²¬
ÜÑÚò

During learning, the head remains in a xed position and
±¾»®ª» ¬¸» ®±¾±¬ ¸¿²¼ò Ì¸» ¿®³ · ³±ª»¼ ¬± »ª»®¿´ ®¿²¼±³´§
»´»½¬»¼ °±·¬·±²ò Ì¸» ®¿²¹» ±º ³±ª»³»²¬ ±º »¿½¸ ¶±·²¬ ·
·² ¬¸» ±®¼»® ±º ðæëë ®¿¼ò Ñ²½»ô ¬¸» ®±¾±¬ ©®·¬ ¿¬¬¿·² ±²»
such position, it remains xed while different solution for ¬¸»
·²ª»®» µ·²»³¿¬·½ ¿®» «»¼ò Ì¸· · °±·¾´» ¼«» ¬± ¬¸» ®»¼«²ó
¼¿²½§ ±º ¬¸· ®±¾±¬ù µ·²»³¿¬·½ô ©¸»² º±«® ¼»¹®»» ±º º®»»¼±³
¿®» «»¼ º±® ¿ °±·¬·±²·²¹ ¬¿µò ß²±¬¸»® ®»¼«²¼¿²½§ »¨·¬
¾»½¿«»ô ©·¬¸ ¬¸» «» ±º ¿ ·²¹´» ½¿³»®¿ô ¼»°¬¸ ·²º±®³¿¬·±² ·
´±¬ò Ø»²½»ô º±® ¿ î ÜÑÚ ¬¿µ ©» ¸¿ª» ì ÜÑÚ ¿ª¿·´¿¾´»ò



Ú·¹ò î ¸±© ¬¸» »ª±´«¬·±² ±º ¶±·²¬ ¿²¹´» ¼«®·²¹ ¬¸· °»®·±¼
±º ¿«¬±ó±¾»®ª¿¬·±² ¿²¼ ´»¿®²·²¹ò ×¬ ¿´± ¸±© ¬¸» ·³¿¹»
°±·¬·±² ±º ¬¸» ®±¾±¬ ©®·¬ ©¸»®»ô ¼«» ¬± »´¿¬·½·¬§ ·² ¬¸» ®±¾±¬
¶±·²¬ô ±½·´´¿¬·±² ±½½«® ©¸»² ¬¸» ¿½½»´»®¿¬·±² · ¸·¹¸ò
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Fig. 2. Dataset for the real robot experiments. The top gure s¸±© ¬¸»
¬»³°±®¿´ »ª±´«¬·±² ±º ¬¸» ¶±·²¬ ¿²¹´» ø¶±·²¬ °±·¬·±² ·² ®¿¼·¿² ª ¿³°´»
²«³¾»®÷ô ¬¸» ¾±¬¬±³ °®»»²¬ ¬¸» ¬®¿¶»½¬±®·» ·² ¬¸» ·³¿¹» ø°·¨»´ ½±±®¼·²¿¬»÷ô
©¸»®» ±½·´´¿¬·±² · ½¿«»¼ ¾§ »´¿¬·½·¬§ ·² ¬¸» ®±¾±¬ ¶±·²¬ò

Ú·¹ò í ¸±© ¬¸» ¯«¿´·¬§ ±º ¬¸» ÍÓÓ »¬·³¿¬·±²ô ¿ ¼»ó
½®·¾»¼ ·² Í»½¬·±² ×××ò Ì¸» ¬±° °´±¬ ¸±© ¬¸» ¬®«» ¿²¼
»¬·³¿¬»¼ ²±²ó®»¼«²¼¿²¬ ¶±·²¬ ¿²¹´»ô ©¸·½¸ ¿®» ·² ¹±±¼
¿¹®»»³»²¬ò Ì¸» ¸·¬±¹®¿³ ¿²¼ ½«³«´¿¬·ª» ¼·¬®·¾«¬·±² ±º ¬¸»
»®®±® ¿®» ¸±©² ·² ¬¸» ¾±¬¬±³ °´±¬ô º±® îððð ¼¿¬¿ °±·²¬ò Ú±®
¾±¬¸ ²±²ó®»¼«²¼¿²¬ ¶±·²¬ ´» ¬¸¿² ïðû ±º ¬¸» °±·²¬ ¸¿ª» ¿²
»®®±® ¾·¹¹»® ¬¸¿² ðæðë ®¿¼ò

Ì¸»» ®»«´¬ ¸±© ¬¸¿¬ ¬¸» ±²´·²» »¬·³¿¬·±² ³»¬¸±¼ °®»ó
»²¬»¼ ·² Í»½¬·±² ××× °®±ª·¼» ¿ ¹±±¼ ¿°°®±¨·³¿¬·±² ¬± ¬¸»
±®·¹·²¿´ Ó·²·³«³ ±®¼»® ÍÓÓò Ì¸» ²»¨¬ »¬ ±º »¨°»®·³»²¬
show how to de ne a secondary task based on an energy min
·³·¦¿¬·±² ½®·¬»®·±²ô ¬± ¼®·ª» ¬¸» ®±¾±¬ ¬± ¬¸» ¼»·®»¼ °±·¬·±²ô
©¸·´» ³»»¬·²¹ ¬¸· »½±²¼¿®§ ¹±¿´ò

Þò Í»²±®§ó³±¬±® ½±±®¼·²¿¬·±² º±® ®»¼«²¼¿²¬ ®±¾±¬

Ú±® ¿ ¹·ª»² ¼»·®»¼ ·³¿¹» °±·¬·±² ¿²¼ ¿² ·²·¬·¿´ °±·¬·±² ±º
¬¸» ®»¼«²¼¿²¬ ¼»¹®»» ±º º®»»¼±³ô ±«® ¹±¿´ · ¬± ®»¿½¸ ¿ ½»®¬¿·²
·³¿¹» °±·¬·±²ô ©¸·´» ¿¬·º§·²¹ ¿ »½±²¼¿®§ ½®·¬»®·±² ø¬¿µ÷ò
Ì¸· · ±¾¬¿·²»¼ ¬¸®±«¹¸ ¬¸» º±´´±©·²¹ ±°¬·³·¦¿¬·±² °®±¾´»³ô
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Fig. 3. These gures show the prediction error for (nonredu²¼¿²¬÷ Ö±·²¬ ï
¿²¼ Ö±·²¬ îò Ì¸» ¿¾±´«¬» »®®±® ¸·¬±¹®¿³ ¿²¼ ¬¸» ½«³«´¿¬·ª» ¼·¬®·¾«¬·±² ¿®»
¿´± ¸±©²ò ß´³±¬ çðû ±º ¬¸» ¿³°´» ¸¿ª» ¿² »®®±® ¾»´±© ðæðë ®¿¼

, see measure in the gures.



as de ned earlier:

Ô ã µ² ²µ
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î

¬¸¿¬ ¿·³ ¬± ³¿¨·³·¦» ¬¸» ¼·¬¿²½» ¬± ¶±·²¬ ´·³·¬ô ½±®®»°±²¼ó
·²¹ ¬± ¿ ½±³º±®¬ ½®·¬»®·±²ò

×¬ · ©±®¬¸ ¬®»·²¹ ¬¸¿¬ ¬¸» ±°¬·³·¦¿¬·±² °®±½» ®»´·» ±²
¬¸» »¬·³¿¬»¼ Ó·²·³«³ ±®¼»® ÍÓÓô ¿ ¼»½®·¾»¼ ¾»º±®»ò Ú·¹ò
ì °®»»²¬ ¬¸» »ª±´«¬·±² ±º ¬¸» ½±¬ º«²½¬·±² ´ô º±® »¿½¸ ·¬»®¿¬·±²
±º ¬¸» Ò»©¬±² ³»¬¸±¼ò ×¬ ¿´± °®»»²¬ ¬¸» ¬®¿¶»½¬±®§ ±º ¿´´ ì
ø®»¼«²¼¿²¬ ¿²¼ ²±²ó®»¼«²¼¿²¬÷ ®±¾±¬ ¶±·²¬ò É» ½¿² »» ¬¸¿¬ô
º±® ¬¸· ½¿»ô ¬¸» ³¿¨·³«³ º±® ±²» ¶±·²¬ ©¿ ðæë ®¿¼ò
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Ú·¹ò ìò Ý±²ª»®¹»²½» ®¿¬» ¿²¼ »ª±´«¬·±² ±º ¬¸» °±·¬·±² º±® ¬¸» ®»¿´ ®±¾±¬ ¿ ¿
º«²½¬·±² ±º ¬¸» ±°¬·³·¦¿¬·±² ¬»°ò ×¬ · ·²¬»®»¬·²¹ ¬± »» ¬¸¿¬ ±²» ¶±·²¬ ³±ª»¼
ðæë ®¿¼ and the nal error in the image corresponds to ðæðí ®¿¼ò

The nal error in the image was as small as ðæðí ®¿¼ô ¿²¼
³±¬ ·¬ · ¼«» ¬± »´¿¬·½·¬§ ·² ¬¸» ®±¾±¬ ¶±·²¬ò Ú·¹ò ë ¸±© ¬¸»
®±¾±¬ ª·»© ±º ¬¸» ¸¿²¼ º±® ¿² ·²¬«·¬·±² º±® ¬¸· »®®±® ø¿¾±«¬
¬¸» ·¦» ±º ¬¸» ¬¿®¹»¬÷ò Ü«» ¬± ¬¸» ®»¼«²¼¿²½§ ·² ¬¸» ¿®³ô ·¬
would be possible to xate the target while changing the arm
°±¬«®»ò

Êò ÝÑÒÝÔËÍ×ÑÒÍ ñ ÚËÌËÎÛ ÉÑÎÕ

É» ¸¿ª» ¿¼¼®»»¼ ¬¸» °®±¾´»³ ±º »¬·³¿¬·²¹ Í»²±®§
Ó±¬±® Ó¿° ·² ®»¼«²¼¿²¬ §¬»³ô ©¸·½¸ · ±º¬»² ¬¸» ½¿»
±º ¸«³¿²±·¼ ®±¾±¬ò ß ¿ ½±²»¯«»²½» ±º ®»¼«²¼¿²½§ô ¬¸»
·²ª»®» ³¿° ½¿²²±¬ ¾» »¬·³¿¬»¼ ·²½» ¬¸» º±®©¿®¼ ³±¼»´ ·
²±¬ ¾·¶»½¬·ª»ò

Ú·¹ò ëò Î±¾±¬ ª·»©ò É» ½¿² »» ¬¸» ¿®³ô ¸¿²¼ ¿²¼ ¬¸» ¬¿®¹»¬ ¾»·²¹ ¬®¿½µ»¼

Ú±® ¿ ¹·ª»² ¬¿µô ©» ¬¿®¬»¼ ¾§ °¿®¬·¬·±²·²¹ ¬¸» ®±¾±¬
¼»¹®»» ±º º®»»¼±³ ·² ®»¼«²¼¿²¬ ¿²¼ ²±²ó®»¼«²¼¿²¬ ÜÑÚò
Then, we de ned a “Minimum order SMM” that takes as
the input general image con gurations and redundant degree
±º º®»»¼±³ò Ì¸· °¿®¬·¿´ ¾¿½µ©¿®¼ ³±¼»´ ½¿² ¾» «»¼ ¬±
determine the con guration for the nonredundant degrees oº
º®»»¼±³ ¿²¼ ½¿² ¾» «»¼ º±® ½±²¬®±´ò Ë·²¹ ¬¸» �Ó·²·³«³
±®¼»® ÍÓÓ�ô ¬¸» ®»¼«²¼¿²¬ ¼»¹®»» ±º º®»»¼±³ ¿®» ¿ª¿·´¿¾´»
¬± ³»»¬ ¿¼¼·¬·±²¿´ ±²´·²» ½±²¬®¿·²¬ô ¿®··²¹ º®±³ »½±²¼¿®§
¬¿µ ±® ½®·¬»®·¿ò

ß ²±¬»©±®¬¸§ ±¾»®ª¿¬·±² · ¬¸¿¬ ¬¸· ³»¬¸±¼ · ²±¬ ·²½®»ó
mental, in the sense of requiring small steps toward the nal
¹±¿´ò ×¬ ¹·ª» ¼·®»½¬´§ ¬¸» ¹±¿´ °±·¬·±² ± ¬¸¿¬ ¬¸» ®±¾±¬ ½¿²
¾» ³±ª»¼ ¼·®»½¬´§ ¬¸»®»ò Ø±©»ª»®ô ¬¸» ±°¬·³·¦¿¬·±² ´»¿¼ ¬±
»ª»®¿´ ¬»° ¾»·²¹ «»¼ º±® ¬¸» »½±²¼¿®§ ¹±¿´ô ·² ¬¸· ½¿»
¬¸» °±¬«®» ±°¬·³·¦¿¬·±²ò

Ì¸» Ó·²·³«³ Ñ®¼»® ÍÓÓ · ´»¿®²»¼ ©·¬¸ ¿ ´±½¿´ ´»¿®²·²¹
³»¬¸±¼ò Û¨°»®·³»²¬¿´ ®»«´¬ ¼±²» ·² ¿² ¸«³¿²±·¼ ¬±®± ©·¬¸
ïð ¼»¹®»» ±º º®»»¼±³ ©»®» °®»»²¬»¼ô ·´´«¬®¿¬·²¹ ¾±¬¸ ¬¸»
¿¾·´·¬§ ¬± ´»¿®² ¬¸» Ó·²·³«³ ±®¼»® ÍÓÓ ¿²¼ ¸±© ·¬ ½¿² ¾»
used for speci c tasks.

ß ´¿®¹» ©±®µ°¿½» ©¿ «»¼ ±º ¿¾±«¬ ìð¼»¹®»» º±®
»¿½¸ ¶±·²¬ô ¿ ³¿´´ ®»½±²¬®«½¬·±² »®®±® ©¿ ¿½¸·»ª»¼ô ¿¾±«¬
îæë ¼»¹®»»ò Ú±® ¬¸» ±°¬·³·¦¿¬·±² ±²» ¶±·²¬ ½±«´¼ �¬®¿ª»´�
çð¼»¹®»» ¬± ¾» ¿¾´» ¬± ®»¼«½» ¬¸» ½±¬ º«²½¬·±² ¾§ ìðûô
©·¬¸ ¿ ½±®®»°±²¼·²¹ »®®±® ·² ¬¸» ·³¿¹» ±º ±²´§ ïæë ¼»¹®»»

ø¿¾±«¬ ¬¸» ¿³» ·¦» ±º ¬¸» ¬¿®¹»¬÷ò

×² ¬¸» º«¬«®» ©» °´¿² ¬± ·²ª»¬·¹¿¬» ¿«¬±³¿¬·½ ³»¬¸±¼ º±®
¬¸» ¼·ª··±² ¾»¬©»»² ®»¼«²¼¿²¬ ¿²¼ ²±²ó®»¼«²¼¿²¬ ¼»¹®»» ±º
º®»»¼±³ò Ñ²» °±·¾´» ¼·®»½¬·±² ±º ®»»¿®½¸ ½¿² ¹± ¿ ·³·´¿®
°¿¬¸ ¿ ¬¸» ±²» °®»»²¬»¼ ·² ÅïèÃò Ì¸» «» ±º ³±®» ¼»¹®»» ±º
º®»»¼±³ ©·´´ ¾» ²»½»¿®§ ¬± ¼»¿´ ©·¬¸ ³±®» ½±³°´»¨ ·³¿¹»
º»¿¬«®» ø»ò¹ò °±·¬·±² ¿²¼ ±®·»²¬¿¬·±²÷ô ¿ ¾·²±½«´¿® ¸»¿¼ ¿²¼
½¸¿²¹·²¹ ¸»¿¼ °±·¬·±²ò

As a nal comment, we would like to stress that learning
·²ª»®» ³¿° º±® ®»¼«²¼¿²¬ ®±¾±¬ · ¿ º®»¯«»²¬ ²»»¼ ·²
¸«³¿²±·¼ ®±¾±¬·½ô ¿²¼ ¬¸¿¬ ¬¸» °®±°±»¼ ³»¬¸±¼ · ·³°´»ô
computationally ef cient and well suited for online learni²¹ò
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